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Chapitre 6 

FONCTIONS HYPERBOLIQUES 



6.1 Definitions 

On definit trois fonctions sur M par 

ch x = 
sh x = 
th x = 



e x + e 



sh x 
ch x 



(cosinus hyperbolique) , 
(sinus hyperbolique) et 
(tangente hyperbolique). 



Remarques : 



On utilise parfois coth x = 



th x 



Le terme hyperbolique se justihe geometriquement. En effet, en posant : 
quand t decrit M, M de coordonnees ( x , y ) decrit une branche d’hyperbolc. 



x 

y 



6.2 Trigonometrie hyperbolique 

Dans toute la suite, a et b designeront deux reels. 



6.2.1 Premieres formules 

e a et ch a — sh a = e~ a 
1 et par suite, ch a > 1 

2 et par suite, — 1 < th a < 1 
ch a 



ch a + sh a = 
ch 2 a — sh 2 a = 

1 — th 2 a = 



= a ch t 
= 6sh t 
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6.2.2 Formules d’addition 



e a+b _ e a e b _ ^ a _|_ gh a }j (+P 5 _|_ s h b ) = ch a ch b + ch a sh b + sh a ch b + sh a sh b 
e -(a+b) _ e — a e — 6 _ a _ gh 5 _ s h b) = ch a ch b — ch a sh b — sh a ch b + sh a sh b 

„a+b -(a+b) a+b _ -( a+b ) 

Or ch (a + b) = et sh (a + b) = — d’ou : 



ch (a + b) = ch a ch b + sh a sh b 
ch (a — b) — ch a ch b — sh a sh b 
ch 2 a = ch 2 a + sh 2 a = 1 + 2sh 2 a = 2ch 2 a — 1 



sh (a + b) = sh a ch b + ch a sh b 
sh (a — b) = sh a ch b — ch a sh b 
sh 2 a — 2s h a ch a 



On obtient ensuite en quotientant : 
th a + th b 



th (a + b) = 



1 + th a th b 



th (a — b) = 



th a — th b 
1 — th a th b 



th (2a) = 



2th a 
1 + th 2 a 



6.2.3 Transformation de produits en sommes 



Ces formules resultent des precedentes : 
ch a ch b — - [ch (a + b) + ch (a — 6)] 



sh a ch b = - [sh (a + b) + sh (a — b)] 



sh ash b = -[ch (a + b) — ch (a — 6)] 



2 ch 2a + 1 l2 d 1 2a — 1 
ch a = et sh a = 



6.2.4 Transformation de sommes en produits 

En posant p = a + betq = a — b, il vient alors : 



ch p + ch q = 2ch P -±* ch 



chp-ch« = 2sh^ s h^ 



shp + S h, = 2 S hP±«ch^i 



S hp- S h, = 2 S h^«chP±« 



6.2.5 Changement de variable 

En posant t — th | on obtient immediatement : th x — 



2 1 



ch 2 f + sh z f 



2x 



1+t 2 
l + th 2 f 



O O V/ll r\ I Oil r) -L | Ull r) 

De plus, ch x — ch f + sh f = Done ch x = 



ch f — sh f 



De ces deux resultats, on deduit : sh x — 



2 1 



l-th 2 f 



1-t 2 



soit : ch x — 



1 + t 2 
1-f 2 



6.2.6 Exemples 

a) Lineariser ch 5 x. 

e x _|_ e -x 

On a : ch 5 x = ( — ) 5 . On developpe, on regroupe les termes ’’similaires” et on obtient 

ch 5 a; = 5 a; + 5 ch 3 a; + lOch x). 
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b) Exprimer sh 3a: a l’aide des puissances de sh x. 

On ecrit qne par definition sh 3a; = puis que e 3x = (ch x + sh x) 3 et que 

e~ 3x = (ch x — sh x) 3 . En developpant ces deux expressions et en simplifiant, on obtient : 
sh 3a; = sh 3 a; + 3ch 2 a;sh x = 4sh 3 a; + 3sh x. 



Remarque : Passage de circulaire a hyperbolique 

On a pu observer une certaine correspondance entre les formules de la trigonometric hyper- 
bolique et celles de la trigonometric circulaire. En fait, on passe aisement des secondes aux 
premieres par les transformations : 

cos x — > ch x sin x — > ish x tan x — > ith x. 

6.3 Etude des fonctions hyperboliques 

6.3.1 Etude de la fonction ch 

ch est definie, continue et indefiniment derivable sur M. 

Pour tout x de R, on a ch (—x) — ch x : la fonction ch est paire ; on va done l’etudier sur 

I = [0, +oo[. 

g 

Va; G /, ch \x) = = sh x 

De plus, conime Va; G /, e x > e~ x (la fonction exponenticlle est croissante sur M), la fonction sh 
est positive sur / et par suite ch est croissante sur /. 

Cela permet en particular d’affirmer que : Va; G M, ch x > ch 0 = 1. 

ch. cc g*^ j g ^ 

II est d’autre part clair que lim ch x = +oo. On observe alors que = tend 

a^+oo ^ x 2x 

vers —|—oo quand x tend vers +oo. La courbe representative de la fonction ch aclrnet done une 
branche parabolique de direction asymptotique (Oy). 



y = ch x 




Remarque : Cette courbe est appelee chainette. Elle correspond en effet a la position 
d’equilibre d’un fil inextensible suspendu par deux de ses points. 
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6.3.2 Etude de la fonction sh 



sh est definie, continue et indefiniment derivable sur R. 

Ponr tout x de R, on a sh (—x) = — sh x : la fonction sh est impaire ; on va done Letudier sur 
I = [0, +oo[. 

Va; G /, sh \x) = ^ - = ch x 

De plus, comme la fonction ch est positive sur /, sh est croissante sur I. 

sh. x g ^ 

D’autre part, lim sh x = +oo. On observe alors qne = tend vers +oo quand x 

x^+oo ' X 2x 

tend vers +oo. La conrbe representative de la fonction sh admet done une branche parabolique 
de direction asymptotique (y’y). 



y = sh x 




On peut de plus remarquer que puisque ch x — sh x — e x , les deux courbes ci-dessus sont 
asymptotes en +oo, la courbe representative de ch etant constamment au dessus de cellc de sh. 

6.3.3 Etude de la fonction th 

Comme Wx e R, ch x > 1, th est definie, continue et indefiniment derivable sur R. 

Pour tout x de R, on a th (—x) = — th x : la fonction th est impaire ; on va done hetudier sur 
I = [0, +oo[. 

Va; G /, th (x) = k = 1 — th 2 x — — 

ch x ch x 

La fonction th est done croissante sur I . 

g x "j^ g 

D’autre part, th x = = — done lim th x = 1. La conrbe representative de la 

e x + e~ x 1 + e~ 2x x^+oc 

fonction th admet done une asymptote horizontale d’eqnation y — 1. 



38 




y = th x 




6.3.4 Limites classiques 

sh x — sh 0 sh x 

• On a lim = ch 0 = 1 et done lim = 1. 

%->o x — 0 x 

th. x 

• On en deduit immediatement lim = 1. 

a:^0 x 

ch x — ch 0 ch x — 1 

• De meme, lim = sh 0 = 0 et done lim = 0. 

a:^0 X — 0 >0 X 



j g x 

D’ autre part ch x — 1 = _ , . _ 

F 2 2 V 2 
ch x — 1 1 

lim = - (on peut egalement effectuer ce calcul a l’aide de la regie de l’Hospital). 

x-*o x 2 2 



1 a; x X 

1 = -(e 2 — e _ 2 ) 2 e’est a dire ch x — i — 2sh 2 — et done 
2 v ’ 



6.4 Fonctions hyperboliques reciproques 



6.4.1 Argument cosinus hyperbolique 

La fonction ch definie sur [0, +oo[ a valeurs dans [1, +cx>[ est continue et strictement croissante; 
clle admet done une fonction reciproque, appelee Argument cosinus hyperbolique et notee Argch. 
On a done 



x = Argch y (y — ch x et x G [0, +oo[ ) 

Comme e x — ch x + sh x — ch x + \J ch 2 rc — 1, on obtient x = Argch y = ln(y + \Jy 2 — 1) et, 
d’apres le theoreme sur la derivee des fonctions reciproques, 

dx 1 1 1 

d V sh x \J ch 2 a; - 1 Vv‘ 2 ~ 1 

On a done 

Va; e [1, +oo[, (Argch) 7 (x) = • 

Vx 2 — 1 



39 




6.4.2 Argument sinus hyperbolique 

La fonction sh definie sur M a valeurs dans M est continue et strictement croissante; elle admet 
done une fonction reciproque, appelee Argument sinus hyperbolique et notee Argsh. On a done 

x = Argsh y (y — sh x et x E M ) 

Comme e x — sh x + ch x — sh x + \J sh 2 rc + 1, on obtient x = Argsh y = ln(y + a Jy 2 + 1) et, 
d’apres le theoreme sur la derivee des fonctions reciproques, 

dx 1 1 1 

dy ch X " ^ 2 ^ + x V y 2 + i 

On a done 

1 

\/x E M, (Argsh)'(a;) = . 

Vx 2 + 1 



6.4.3 Argument tangente hyperbolique 

La fonction th definie sur M a valeurs dans ] — 1, 1[ est continue et strictement croissante; elle 
admet done une fonction reciproque, appelee Argument tangente hyperbolique et notee Argth. 
On a done 



-,2x 



Comme y = 



- 1 



d 2x 



+ i’ 



2 r 

on a e = 



x = Argth y 

1 +y 



i -y 



> (y — th x et x E R ) 
et on obtient x = Argth y 



theoreme sur la derivee des fonctions reciproques, 



-ln(^tl) et, d’apres le 
2 1 -y 



dx 1 1 

dy 1 — th 2 a: 1 — y 2 



On a done 

Va; e] - 1, 1[, (Argth) 7 (x) = ^ 2 - 

REMARQUE : les expressions des fonctions hyperboliques reciproques ne sont pas a con- 
naitre, mais il faut savoir les retrouver. On retrouvera ces fonctions au chapitre des primitives. 
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